Wyklad 4 — grafy

Grafem nazywamy strukture G = (V, E):
V — zbior wezlow lub wierzcholkow,
E — zbior krawedzi,

Grafy dzielimy na grafy skierowane i
nieskierowane:

Formalnie, w grafach skierowanych E jest
podzbiorem V x V, czyli podzbiorem zbioru
par: {(x,y) | x,y naleza do V}

Krawedzie oznaczamy strzalkami.

W grafach nieskierowanych E jest
podzbiorem zbioru dwu-elementowych
podzbiorow V: {{x,y} | x,y naleza V }
Krawedzie oznaczamy odcinkami.



Rys.1. Graf nieskierowany Rys.2. Graf skierowany

Graf moze by¢ etykietowany elementami
zbioru etykiet A.

Wtedy jest trojka (V,E,M)
M:E-> A

Rozmiar grafu jest rowny sumie |V| + |E|

Graf nieskierowany: |E| < (|[V| x |[V])\ 2

Graf skierowany: |[E| < |V|x |V]|



Podstawowe implementacje grafu G
Macierz sasiedztwa:

M[x,y] = 1 jesli (x,y) nalezy do E
0 jesli (x,y) nie nalezy do E

Budujemy tablice o rozmiarach |V|*|V|, gdzie
|V| - liczba wierzchotkéw.

Wypeliamy ja:

Zerem - jesli dwa wierzchotki nie sg
potaczone krawedzig 1

Jedynka- jesli dwa wierzchotki sg potaczone.

Oto macierz sgsiedztwa dla grafu z rysunku 1:

W tej implementacji jest potrzebna pamie¢ O(n®) dlan = |V|.



Lista incydencji (sasiedztwa)

Dla kazdego wierzchotka X budujemy liste
(oznaczang L[x]) dla wierzcholkow y
potaczonych krawedzig z X.

Lista dla grafu z rysunku 1 wyglada
nastepujaco:

W tej implementacji jest potrzebna pamigc
O(IVI + [E]).



Macierz incydencji

Tablica o rozmiarach |V/|*|E].

Jesli krawedz wychodzi z danego wierzchotka
to piszemy w odpowiedniej kolumnie (-1),
jesli do niego wchodzi piszemy (+1), jesh
wierzchotek nie nalezy do krawedzi piszemy
0, jesli jest to petla wlasna piszemy 2.

Oto przyktad dla grafu z rys. 2.

1 |2 |3 |4 |5
1-2 11 0 0 O
2-4 |0 1 /0 1 O
2-5 0 -1 0 |0 |1
3-2 /0 |1 |-1 0 |0
4-3 |0 |0 1 -1 0
5-1 |1 |0 |0 |0 1
5-4 0 |0 (0 |1 |1

W tej implementacji jest potrzebna pamigé
O(VI ™ [E]).



Dodatkowe pojecia dla graféw

Stopien wierzcholka - liczba krawedzi do niego
przylegltych

Graf regularny - graf, w ktorym kazdy
wierzchotek ma taki sam stopien

Graf planarny - graf, ktory mozna przedstawi¢ na
plaszczyznie tak, by zadne dwie krawedzie si¢ nie
przecinaty

f-graf - graf z ograniczonym stopniem wierzcho-
tka, tzn. jego stopien nie moze by¢ wigkszy niz f.

Graf prosty - to graf bez petli whasnych i
krawedzi rownolegtych

Niezmiennik grafu - to liczba lub ciag liczb, ktory
zalezy tylko od struktury grafu a nie od sposobu
jego poetykietowania (np. liczba wierzchotkow,
liczba krawedzi)

Liczba chromatyczna grafu - najmniejsza liczba
koloréw do pokolorowania tak, by zadne dwa
przylegte wierzcholki nie byly tego samego koloru.



<

stopien wierzchotka 1 =2, wierzchotka 2 =3, graf planarny, f-graf

dla f=3

graf 2-regularny, planarny

i

graf planarny, f-graf dla f=4

v

graf planarny, liczba chromatyczna
wynosi 3



Algorytm przechodzenia (przeszukiwania)
grafu

Wychodzac od wierzchotka p, nalezy odwiedzi¢
kazdy wierzcholek 1 kazdg krawedz, ktore sg
osiggalne z p.

Dozwolonym ruchem jest przejscie krawedzia
grafu wychodzacg z odwiedzonego juz
wierzchoftka.

W jednym kroku bedziemy odwiedzac jeden z
wierzchotkow oraz jedng z krawedzi grafu 1
zaznaczac je jako odwiedzone.

Na poczatku wszystkie wierzchotki 1 wszystkie
krawedzie sg zaznaczone jako nie odwiedzone.



1. Odwiedz wierzchotek p 1 zaznacz go jako odwiedzony.
2. Dopoki z jednego z odwiedzonych wierzchotkow wychodzi nie
odwiedzona jeszcze krawedz, wykonuj podane czynnosci:

a) wybierz odwiedzony wierzchotek, powiedzmy v, z ktorego
wychodzi nie odwiedzona krawedz;

b) wybierz nie odwiedzong krawedz, powiedzmy (v, w),
wychodzaca z wierzchotka v;

C) zaznacz krawedz (v, w) jako odwiedzong;

d) jesli wierzchotek w nie zostal odwiedzony, odwiedz go i
zaznacz jako odwiedzony.

Formalnie mozna pokazac, ze powyzszy algorytm jest poprawny.

Nie biorgc pod uwage samej procedury odwiedzania wierzchotkow 1
krawedzi ztlozonos¢ algorytmu jest rzedu O(|V| + |E|)



Aby otrzymac konkretny algorytm nalezy wykona¢ podane tu kroki.

1. Przyja¢ odpowiednig reprezentacj¢ grafu, na przyktad
V ={1.2 ..o n} i listy sgsiedztwa L[v] dla v nalezacego do V.

2. Okresli¢ co to znaczy "zaznacz wierzchotek jako odwiedzony".
Mozna na przyktad dotaczy¢ do kazdego wierzchotka v pole
visited[Vv] i przyjac, ze ‘false’ oznacza ,,wierzchotek nie
odwiedzony", a ‘true’ "wierzchotek odwiedzony".

3. Okresli¢ sposob wyboru odwiedzanego wierzchotka, z ktorego
wychodzi nie odwiedzona krawedz. Mozna na przyktad
przechowywac takie wierzchotki w kolejce lub na stosie

4. Okresli¢ sposob odrdzniania (dla danego wierzchotka) krawedzi
odwiedzonych od nie odwiedzonych. Mozna na przyktad
trzymac na liscie sgsiedztwa danego wierzchotka v wskaznik
current[v] do pierwszej nie odwiedzonej krawedzi (current[v] =
nil oznacza, ze wszystkie krawedzie wychodzace z danego
wierzcholtka zostaly odwiedzone).



Bardziej uszczegdtowiony schemat przechodzenia grafu (visit jest

procedura "odwiedzania" wierzchotka; nie ma procedury odwiedzania
krawedzi).

forv:=1tondo
begin
visited[v] := false;
ustaw wskaznik current[v] na pierwszy wierzchotek na liscie L[v]
end;
for v := 1 to n do if visited[v] = false then przeszukaj(v);

przeszukaj(p);
visit(p); visited[p] := true;
if current[p] <> nil then
begin
S:={p}
while S <> 0 do
{S zawiera wszystkie odwiedzone do tej pory wierzchoiki, z
ktorych wychodza nie odwiedzone jeszcze krawedzie}
begin
wybierz wierzchotek v ze zbioru S;
niech w bedzie wierzchotkiem wskazywanym przez current[v];
przesun current[v] do nastgpnego wierzchotka na liscie L[v];
if current[v] = nil then S :=S - {v};
If not visited[w] then
begin
visit(w);
visited[w] := true;
if currentfw] <> nil then S :=Su {w}
end
end
end,

Przyjete implementacje zbioru S to stos i kolejka.



Najpierw  uszczegdélowimy  schemat  przechodzenia  grafu,

przedstawiajagc S za pomocg stosu 1 interpretujgc operacje na S jako
operacje na stosie.

Przyjmujemy, ze operacje pop 1 push beda realizowane jako
procedury, a front jako funkcja.

Otrzymujemy algorytm przechodzenia grafu w gtab (metoda DFS).

forv:=1tondo
begin
visited[v] := false;
ustaw wskaznik current[v] na pierwszy wierzchotek na liscie L[v]
end,
for v := 1 to n do if visited[v] = false then dfs(v);

procedure dfs(p);
visit(p); visited[p] := true;
if current[p] <> nil then
begin
S :=[]; push(S,p);
while S <> 0do
{stos S zawiera wszystkie odwiedzone do tej pory wierzchotki, z
ktorych wychodza nie odwiedzone jeszcze krawedzie}
begin
v := front(S);
niech w bedzie wierzchotkiem wskazywanym przez current[v];
przesun current[v] do nast¢pnego wierzcholka na liscie L[v];
if current[v] = nil then pop(S);
If not visited[w] then
begin
visit(w);
visited[w] := true;
if current[w] <> nil then push(S,w)
end
end
end;



Zapiszemy teraz schemat przechodzenia grafu, przedstawiajac S jako
kolejke 1 interpretujgc operacje na S jako operacje na kolejce.
(Przyjmujemy, ze operacje pop 1 inject sg realizowane jako procedury,
a front jako funkcja).

Algorytm przechodzenia grafu wszerz (metoda BFS)

forv:=1tondo
begin
visited[v] := false;
ustaw wskaznik current[v] na pierwszy wierzchotek na liscie L[v]
end,
for v := 1 to n do if visited[v] = false then bfs(v);

procedure bfs(p);
visit(p); visited[p] := true;
if current[p] <> nil then
begin
S :=[1]; inject(S,p);
while S <> 0 do
{kolejka S zawiera wszystkie odwiedzone do tej pory wierzcholki,
z ktorych wychodza nie odwiedzone jeszcze krawedzie}
begin
v := front(S);
niech w bedzie wierzchotkiem wskazywanym przez current[V];
przesun current[v] do nast¢pnego wierzcholka na liscie L[v];
if current[v] = nil then pop(S);
If not visited[w] then
begin
visit(w);
visited[w] := true;
if currentfw] <> nil then inject(S,w)
end
end
end,



DFS z czasami odwiedzenia d[] i przetworzenia f[]

forv:=1tondo
begin
visited[v] := false;
ustaw wskaznik current[v] na pierwszy wierzchotek na liscie L[v]
end;
for v := 1 to n do if visited[v] = false then dfs(v);

procedure dfs(p);
t:=0;
visit(p); visited[p] := true;
t:=1;d[p] =t
if current[p] = nil then begint:=2; f[p] :=tend,;
if current[p] <> nil then
begin
S:=[1; push(S,p);
while S <>0do
{stos S zawiera wszystkie odwiedzone do tej pory wierzchotki, z
ktorych wychodza nie odwiedzone jeszcze krawedzie}
begin
v := front(S);
niech w bedzie wierzchotkiem wskazywanym przez current[v];
przesun current[v] do nastgpnego wierzchotka na liscie L[v];
if current[v] = nil then begin pop(S); t :=t+1; f[v] :=tend,;
if not visited[w] then
begin
visit(w);
visited[w] := true;
t:=t+1; d[w] :=1t;
if current[w] <> nil then push(S,w)
else begin t ;= t+1; f[v] :=tend,
end
end
end;



Silnie spojne skladowe

Maksymalny podgrat G’ danego grafu taki, ze dla
kazdej pary wierzchotkow istnieje droga w G’
nazywamy silnie spojng sktadowa G.

Transpozycja grafu

Dany graf G =(V,E)
Graf transponowany G' = (V.E’),

gdzie (x,y) nalezy do E’ wtedy 1 tylko wtedy (y,x)
nalezy do E.

Dla reprezentacji listowej algorytm obliczajacy G'
ma ztozonos¢ O(|V| + |E|).

FAKT: Kazda silnie spojna sktadowa grafu G jest
po transpozycji silnie spjna sktadowa grafu G'.



Algorytm znajdowania SSS:

1. wykonaj dfs(G) w celu przypisania kazdemu
wierzcholkowi czasu przetworzenia fJu],

2. oblicz GT

3. wykonaj dfs(G"), ale w gtownej petli procedury dfs
rozwazaj wierzchotki w kolejnosci malejacych
wartosci fJu],

4. wypisz wierzcholki z kazdego drzewa w lesie
przeszukiwania w gtab z kroku 3 jako oddzielna silnie
spOjng sktadowa.

Z1ozonos¢ obliczeniowa procedury SSS(G) wynosi
O(V] + [E).

Gtowna petla:

forv:=1tondo
begin
visited[v] := false;
ustaw wskaznik current[v] na pierwszy wierzchotek na liscie L[v]
end;
for v :=1tondo if visited[v] = false then dfs(v);



